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A haldézatok, melyek a dolgok egymashoz valo viszonyait irjak le, egyarant megjelennek természeti- és tarsadalmi kirnyezetiinkben,
mindenhol koriilvéve benniinket. A valds halozatok legtobb esethen nem jellemezhetdek szabalyos szerkezetii grafokkal, de nem is
tisztan véletlenszerii a felépitésiik. Belso szerkezetiik, mely specialis tulajdonsagokkal bir, alapveté szerepet jatszik szamos
folyamathan, jelenségben. Ezek megismerése, megértése nagyon fontos, nemcsak a haléozattudomannyal foglalkozok szamara.
Ez az dsszefoglalo jellegii cikk ebbe a vilagha szeretne rovid betekintést adni, hemutatva az eddig elért fobb eredményeket

és a vizsgalatok soran alkalmazott legtipikusabb médszereket.
1. Bevezetés

A Leonard Euler altal a Kénigsbergi hidakrél 282 éve irt
cikk 6ta a grafelmélet jelentfs fejl6édésen ment at és a
matematika egyik 6nall6 4gavéa nétte ki magat. Segitsé-
gével egyre Osszetettebb szerkezeteket tudunk leirni.
Fontos lehet tisztdzni azonban, hogy egy bonyolult graf
altalaban nem az, amit ma komplex hélézat alatt értunk.
Ahhoz, hogy megértsik mit is jelent a komplex hal6zat
fogalom, el6szér talan érdemes megnézni, mi nem az.

Az Arpad-hazi uralkodék csaladfaja egy olyan graf,
ahol a csomépontok személyek és a kdztik [évé élek a
sziil6-gyermek kapcsolatot irnak le. Tehat egy néhany
tiz csomépontbdl &ll6 iranyitott grafrél beszéliunk. A hi-
erarchikus szerkezet (fa) ugyan nem irhaté le egy egy-
szerli szabaly segitségével, azonban mégsem nevezhe-
t6 6sszetettnek: a bemend élek szama konstans, a kime-
né éleké erésen korlatos, a csomopontok teljes szama
pedig alacsony. Kénnyen belathatd, hogy ez nem lehet
komplex halézat.

A grafitkristdlyban a szénatomok sikokat, rétegeket
alkotnak, amelyen belll egy racsszerkezetet figyelhe-
tink meg. Az atomok egy hatszéges felépitésli méhsejt-
racs csucspontjaiban taladlhatéak. Egy ilyen racsszer-
kezet kdnnyen leirhatd egy iranyitatlan, sulyozatlan, hu-
rokmentes, tébbszérds élektdl mentes grafként. Habar a
csomépontok szama 6riési, a szabdlyos szerkezet kdny-
nyen kezelhetévé teszi a rendszert.

A kis csomopontszamu vagy a szabalyos szerkeze-
tl grafok nem tartoznak a komplex hal6zatok k6zzé. A
teljesen véletlen szerkezetl grafokat sem tartja a szak-
ma ebbe a csoportba. Melyek hat a komplex halézatok?
Milyen sajatossagaik vannak? Hogyan lehet 6ket tanul-
manyozni? Ehhez szeretnék egy kis betekintést adni a
cikkben. A kévetkez8 szakaszban el6szér bemutatom a
komplex halézatok altaldnos ismérveit, majd a vizsga-
lataik soran szerzett legfontosabb tapasztalatokat és
emlitést teszek olyan folyamatokrél, amelyekben részt
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vesznek. A harmadik szakaszban az ilyen rendszerek
vizsgalatai soran alkalmazott technikdk, médszerek ke-
rilnek bemutatésra, réviden példakkal is szemléltetve.
Végul a cikk egy 6sszegz8 szakasszal zarul.

2. Komplex halézatok

Az elmult két évtizedben a kérnyezetlinkben megfigyel-
hetd valés haldézatok tébbségérdl kiderilt, hogy jelentd-
sen eltérnek a bevezetésben bemutatott példaktoél. Bar
egységes definicié az6ta sem szlletett, a komplex ha-
l6zatok a kdvetkez§ jellemz8k egyuttes jelenléte segit-
ségével ismerhetéek fel. Minden ilyen rendszer nagy-
méretl, azaz sok csomdpontot tartalmaz és kdztik ren-
geteg él irja le ezen elemek kapcsolatait. A hal6zat szer-
kezete nem szabalyos, de nem is teljesen véletlenszerd.
A rendszerben nincs kézponti iranyitas, altaldban bizo-
nyos szint(i énszervez8dés figyelheté meg. A hal6ézatot
lefr6 szamos mennyiség eloszldsa rendszerint hatvany-
fuggvény-szerinti lecsengéssel irhaté le matematikai-
lag. Az ilyen rendszerek tanulméanyozasa egy Uj diszcip-
lina, a halézattudomany megsziletéséhez vezetett [1].
A kdévetkez8 szakaszban bemutatasra kerll néhany
példa ezekre a rendszerekre, kiemelve néhany fontos
tulajdonsagot és jelentésebb eredményt.

2.1. Tulajdonsagok, eredmények, modellezés

A tudomanyos és a hétkdznapi élet szdmos teriletén
talaltak a kutatok komplex halézatokat. A teljesség igé-
nye nélkul alljon itt most egy, a valtozatos vilagot bemu-
taté révid felsorolas a leggyakrabban vizsgalt komplex
halézatokrol [1,2]:

+ Az anyagcsere-folyamatokban részt vevé fehérjék

kélcsénhatasi halézata

+ Az agy idegsejtjeinek kapcsolédasi hal6zata

+ Replléterek halézata

* (Online) k6z8sségi halok
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+ Kutatok egyuttmikddési/hivatkozasi halézata

+ Az Internet AS szint( routerhdlézata

+ A weblapok hél6zata

A vizsgalatok kideritették, hogy ezeknek a rendsze-
reknek az egyik legfontosabb k&zds tulajdonsaga — a
tébb ezer vagy milli6 csomépont mellett — az ugyneve-
zett kisvilag-tulajdonsag. Egy hagyomanyos halézatban
a tetsz6leges csomopontparok kdzotti legrévidebb ut-
vonal atlagos hossza gyorsan né a rendszer méretének
ndvelésével. Ezzel szemben a fent emlitett rendszerek
esetén az atlagos legrévidebb Uthossz és a csomépont-
szam k6z6tt logaritmikus kapcsolat all fenn. Ez més szé-
val azt jelenti, hogy barmely csomépontbdél barmely ma-
sik csomoépontba eljuthatunk mindéssze néhany kdztes
csomépontot érint8 él-sorozat mentén, tehat a tavolsé-
gok kicsik a rendszermérethez képest.

Egy mésik fontos kézds jellemvonas a csomoépontok-
hoz kapcsol6dé élek szamanak (azaz a fokszamnak) el-
oszlasaval kapcsolatos. A megfigyelt lecsengd hatvany-
fuggveényt kdvetd eloszldsok azt jelentik, hogy az ilyen
rendszerekben a csomépontok tébbsége csak kevés
masik csomoéponthoz kétédik élek segitségével, azon-
ban van néhény olyan eleme is a hal6ézatnak (un. ,hub™-
ok), amelyek 6riasi szamu kapcsolattal rendelkeznek.
Ez egyben azt is jelenti, hogy az atlagos fokszammal nem
tudjuk j6l leirni a rendszert, mert az eloszlas maximuma

messze van az atlagtél. Ez a viselkedés nem fligg a rend-
szer méretétdl, ezért az ilyen grafokat skalafliggetlen hé-
I6zatoknak nevezzik.

Alegtébb komplex halézatban Iéteznek kis, slr(in 6sz-
szeko6tott részhalézatok (kb6zd6sségek), amelyeket csak
kevés kapcsolat k6t mas kézdsségekhez, f6ként a hubok
révén. Ennek a tulajdonsagnak egyfajta jellemzésére
bevezethetjik az atlagos klaszterezettségi egyutthatét,
amely azt mutatja meg, hogy milyen valészinlséggel for-
dul el a csomépontok kdzott a ,baratom baratja az én
baratom is” effektus.

Egy valos rendszer leirasahoz, megértéséhez, leg-
f6bb jellemz8inek megragadasahoz a tudomanyban rend-
szerint modelleket hozunk létre. Minél jobban hasonlit
a modell a valésaghoz, annal pontosabb a leiras, annal
jobban ratapintottunk a lényegre. A halézattudomanyban
az elmult id6szakban szamos modell szlletett a komp-
lex rendszerek leirasara. Ezek kéziil csak két kiemelke-
déen fontos munka kerul itt megemlitésre.

Az egyiket Duncan J. Watts és Steven Strogatz al-
kotta meg [3]. Egy szabalyos halézatbdl kiindulva az élek
bizonyos szazalékanak véletlenszerlien mésik csomé-
pontokra térténd atkétése (Ujradrotozasa) révén egy
klaszterezett kisvilag-tulajdonsaggal biré halézatot kap-
hatunk. A modell egyik szépsége, hogy az Ujradrétozas
valészinliségének allitasaval két specidlis esetet is

1. dbra
Szamitégéppel
generalt,
klaszterezett,
skdlafiiggetlen
haldzat,

amely az online
szocidlis
kapcsolati
héalokat irja le
kellé
pontossdggal

5]
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kaphatunk — egyrészt egy szabalyos halézatot, masrészt
egy teljesen véletlen hal6zatot —, valamint folytonos at-
menetként jelennek meg kéztuk a valésaghld komplex
hal6zatok.

A masik, hihetetlen tudomanyos jelentéséggel biréd
modellt két magyar, Barabdsi Albert-L4szI6 és Albert
Réka dolgozta ki [1,4]. A modell két alappilléren nyug-
szik. Az egyik a névekedés, amely azt jelenti, hogy a
halozat eldallitdsa egy kisméretl graffal kezdédik, majd
ehhez lépésrdl |épésre Ujabb csomdpontokat adunk,
hozzakapcsolva 8ket mar létez§ csomébpontokhoz. A
masik pillér az ugynevezett preferencialis kapcsol6dés,
ami azt fejezi ki, hogy a névekedés soran egy Gj csomé-
pont nagyobb valészinliséggel kapcsolédik azokhoz a
csomopontokhoz, akik méar eleve tébb kapcsolattal bir-
nak. Ezaltal egyes elemek hatalmas mennyiségl kap-
csolatot halmoznak fel, mig a tébbség ,kapcsolatsze-
gény” marad. Bebizonyithat6, hogy a csomdpontok fok-
szameloszlasa hatvanyfliggvényt kévet. Tehat a modell
segitségével kisvilag-tulajdonsagu skalafliggetlen ha-
l6zatok allithatéak eld, amelyek hasonléak a valés halé-
zatokhoz.

2.2. Haldzatokon lejatszddo folyamatok

Egy rendszer, amelyben az elemek kapcsolati viszo-
nyai egy halézattal irhatéak le, nem kell, hogy statikus
legyen. A kapcsolat (vagyis az él) egyfajta kélcsénha-
tast irhat le a csomoépontok kézo6tt. Ezek révén a haldzat
csomoépontjai hathatnak egymasra, befolyasolhatjak egy-
mas allapotait, ezaltal dinamikus véltozdsokat idézve el
a rendszerben. Emellett maguk a kapcsolati viszonyok
is valtozhatnak id6vel, elemek kapcsolata megszlnhet,
masok kdzott dj élek jelenhetnek meg. Tehat egy halézat
nem szukségképpen idéfuggetlen, kilénbdzé folyamatok
szintere lehet.

Aterjedési folyamatok mindig is a hal6zattudomany
fokuszaban voltak [1,2,7]. Az egyedek, vagyis a csomo-
pontok kdzott a kapcsolatok révén kilénb6zé dolgok ter-
jedhetnek. Ezek kézll az egyik legintenzivebben vizs-
galt tertlet a jarvanyterjedés, amely soran azt vizsgaljuk,
hogyan valtozik a személyek allapota (fogékony, ferté-
z6tt, immunis stb.) a kontaktusaik soran 4tadott kéroko-
z6k altal. Példaul olyan kérdésekre kereshetjik a va-
laszt, hogy milyen kérllmények k6z6tt valhat egy helyi
fert6zéssorozat atfogé jarvannya.

Egy masik tipikus példa a tovaterjedé meghibaso-
das (cascading failure) jelensége. Technolégiai haléza-
tokban (pl. elektromos rendszerben) el6fordulhat, hogy
egy eszkdz a meghibasodasa vagy tulterhelése miatt
kiesik a hal6zatbél, ez viszont azt eredményezi, hogy
az eddig ré esé terhelés szétoszlik a kdzvetlen kdérnye-
zetében. Ez viszont tébbletterhet r6 a szomszédos esz-
k6zbkre, amelyek igy szintén 6sszeomolva tovabbi ter-
helést okoznak masoknak, és igy tovabb, végll az egész
rendszer 6sszeomolhat. Egy ilyen folyamat okozott 2012-
ben Indidban 300 milli6 embert érint§ dramsziinetet.
Ebbdl is latszik, hogy a halézatokban lejatsz6dé folya-
matok vizsgalata mennyire fontos.
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3. Vizsgalati médszerek

A komplex halézatok és a bennik megfigyelheté folya-
matok tanulmanyozasara szdmtalan eszkdzt és mod-
szert alkalmaz a tudoméany. Ebben a szakaszban ezek
k6zul négy kerul révid bemutatésra, olyan kutatasokon
keresztil, amelyeket a kézelmultban magyar kutaték vé-
geztek.

3.1. Analitikus leiras

Egy ismert modell, amely leirja egy rendszer visel-
kedését, egyes esetekben arra is lehetéséget ad, hogy
analitikus uton, mondjuk a valdszinliségszamitas elmé-
letében hasznalt eszkdzdk révén levezessiink vagy be-
bizonyitsunk egy, a rendszerre vonatkoz6 allitast, eset-
leg varhato értékekre adjunk meg formulakat.

Egy kutatas soran Fazekas Istvan és kollégdja [6]
egy véletlen graf fejlédési mechanizmust vizsgélt, mely-
ben egy id6ben valtoz6 szerkezetl graf gy all el§, hogy
a ndvekedés és preferencidlis kapcsolédas mellett kis
létszamu csomépont csoportok egyfajta kélcsdnhatasa
is szerepet jatszik. Az igy létrejové grafok egyes csomo-
pontjellemzd8inek eloszldsairdl, un. martingélok segitsé-
gével bebizonyitottak, hogy skalafliggetlen jelleget mu-
tatnak.

3.2. Empirikus vizsgalat

Adatgydjtéssel, megfigyeléssel kulénféle informacio-
kat szerezhetlink a kériléttink 1évé valés haldézatokrol
és azok viselkedésérél. Ezen adathalmazt aztan elemez-
hetjuk és informaciot nyerhetiink ki ezek alapjan az adott
rendszerrdl.

Sok esetben egy terjedési folyamat vizsgalatdhoz
nem all rendelkezéslinkre informacié az adott halézat
belsé szerkezetérdl. Ezt a problémat oldotta meg Karsai
Marton kutatdtarsaival [7], amikor a fizets Skype-szol-
galtatasok elterjedését szerették volna vizsgalni. A fi-
zet8s szolgéltatast csak az alap, ingyenes szolgaltatast
hasznaldk vehetik igénybe, viszont ez egy olyan kdzds-
ség, amelynek a szerkezete pontosan ismert a cég al-
tal az Ggyfelek telefonkényve alapjan. A vizsgat eredmé-
nyeként siker(lt felallitaniuk egy innovacio-terjedési
modellt.

3.3. Egyed alapu modellezés

A diszkrét idejli szamitogépes szimulécidé soran a
rendszer egyedeit egy hal6zat csomdpontjara képezzik
le. Ezek az egyedek kilénb6z8 4llapotokkal rendelkez-
hetnek, amely megvaltozhat a szomszédos egyedek al-
lapotaitdl figgé kdlcsdnhatasok révén. Ezek a lehetsé-
ges allapotatmenetek adjak a folyamatok dinamikajat.
Felfoghatjuk ezt a sejtautomata-modellezés egyfajta al-
taldnositasaként is.

Kocsis Gergely és szerz6tarsa [8] ilyen eszkdzdkkel
vizsgalta az informacio6terjedést egy olyan tarsadalom-
ban, ahol az egyedek a tdmegtajékoztatas és az inter-
perszondlis kapcsolatok révén is informéciéhoz juthat-
tak. Azt vizsgaltédk, milyen hatasa van a terjedésre, ha
az egyedek inaktiv allapotban is lehetnek, amikor tehat
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nem vesznek részt az informaciécserében. Bebizonyi-
tottak, hogy az inaktivitas valészinliségének ndvelése
hatalmas mértékben lassitja a globalisan informaltta va-
las folyamatat.

3.4. Jatékelméleti megkozelités

A halézat csomépontjaiban elhelyezkedd egyedeket
felfoghatjuk raciondlis déntéshozdkként is, akik kulénbd-
26 stratégidkkal rendelkeznek, ami altal prébéaljdk maxi-
malizalni a hasznukat. A jatékosok dontéseiket a méasok
altal alkalmazott stratégiak alapjan hozzdk meg. A rend-
szer id6fejlédése soran eljuthat egy ugynevezett Nash-
egyensulyi allapotba, ami a jaték végét jelenti. Ez egy
olyan allapot, amelyben egyik jatékosnak sem éri meg

Gulyas Andras és szerzbtarsai [9] a komplex hal6-
zatokban széleskdrlen hasznalt Utvonalvalasztasi ely,
az un. mohé navigacié hatésait vizsgaltak. Kimutattak,
hogy hiperbolikus metrikus teret alkalmazva az utvonal-
valasztas soran a jaték eredményezhet kisvilag-topolo-
giéat.

4. Osszefoglalas

Lathatjuk tehat, hogy a komplex jelzé ezen a terlleten
nem csak egyszerlen a bonyolult szinonimaja, hiszen
a komplex halézatok egy elég sajatos jellemzékkel bird
grafok halmazanak neve a halézattudomanyban, mely
halézatok a valos kérnyezetiinkben igen nagy szdmban
el6fordulnak. Ez a széleskérliség és gyakorisag egyér-
telmlen kdzponti szerepet biztosit a komplex hal6zatok-
nak, ami ennek az interdiszciplinaris tudomanyterilet-
nek a roppant gyors fejl6édéséhez vezetett.

Ujszerti latasmodot kapunk altala nemcsak a mate-
matika vagy a fizika terén, hanem a mérndki, informati-
kai, biol6giai és szocioldgiai tudomanyok terén is. Az
eredményeket felhasznalva hatékonyabban tervezhe-
tink rekldmkampényokat vagy intelligensebb kézleke-
dési rendszereket hozhatunk létre.
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