
1. Bevezetés

A Leonard Euler által a Königsbergi hidakról 282 éve írt
cikk óta a gráfelmélet jelentôs fejlôdésen ment át és a
matematika egyik önálló ágává nôtte ki magát. Segítsé-
gével egyre összetettebb szerkezeteket tudunk leírni.
Fontos lehet tisztázni azonban, hogy egy bonyolult gráf
általában nem az, amit ma komplex hálózat alatt értünk.
Ahhoz, hogy megértsük mit is jelent a komplex hálózat
fogalom, elôször talán érdemes megnézni, mi nem az.

Az Árpád-házi uralkodók családfája egy olyan gráf,
ahol a csomópontok személyek és a köztük lévô élek a
szülô-gyermek kapcsolatot írnak le. Tehát egy néhány
tíz csomópontból álló irányított gráfról beszélünk. A h i-
erarchikus szerkezet (fa) ugyan nem írható le egy egy-
szerû szabály segítségével, azonban mégsem nevezhe-
tô összetettnek: a bemenô élek száma konstans, a kime-
nô éleké erôsen korlátos, a csomópontok teljes száma
pedig alacsony. Könnyen belátható, hogy ez nem lehet
komplex hálózat.

A grafitkristályban a szénatomok síkokat, rétegeket
alkotnak, amelyen belül egy rácsszerkezetet figyelhe-
tünk meg. Az atomok egy hatszöges felépítésû méhsejt-
rács csúcspontjaiban találhatóak. Egy ilyen rácsszer-
kezet könnyen leírható egy irányítatlan, súlyozatlan, hu-
rokmentes, többszörös élektôl mentes gráfként. Habár a
csomópontok száma óriási, a szabályos szerkezet köny-
nyen kezelhetôvé teszi a rendszert.

A kis csomópontszámú vagy a szabályos szerkeze-
tû gráfok nem tartoznak a komplex hálózatok közzé. A
teljesen véletlen szerkezetû gráfokat sem tartja a szak-
ma ebbe a csoportba. Melyek hát a komplex hálózatok?
Milyen sajátosságaik vannak? Hogyan lehet ôket tanul-
mányozni? Ehhez szeretnék egy kis betekintést adni a
cikkben. A következô szakaszban elôször bemutatom a
komplex hálózatok általános ismérveit, majd a vizsgá-
lataik során szerzett legfontosabb tapasztalatokat és
említést teszek olyan folyamatokról, amelyekben részt

vesznek. A harmadik szakaszban az ilyen rendszerek
vizsgálatai során alkalmazott technikák, módszerek ke-
rülnek bemutatásra, röviden példákkal is szemléltetve.
Végül a cikk egy összegzô szakasszal zárul.

2. Komplex hálózatok

Az elmúlt két évtizedben a környezetünkben megfigyel-
hetô valós hálózatok többségérôl kiderült, hogy jelentô-
sen eltérnek a bevezetésben bemutatott példáktól. Bár
egységes definíció azóta sem született, a komplex há-
lózatok a következô jellemzôk együttes jelenléte segít-
ségével ismerhetôek fel. Minden ilyen rendszer nagy-
méretû, azaz sok csomópontot tartalmaz és köztük ren-
geteg él írja le ezen elemek kapcsolatait. A hálózat szer-
kezete nem szabályos, de nem is teljesen véletlenszerû.
A rendszerben nincs központi irányítás, általában bizo-
nyos szintû önszervezôdés figyelhetô meg. A hálózatot
leíró számos mennyiség eloszlása rendszerint hatvány-
függvény-szerinti lecsengéssel írható le matematikai-
lag. Az ilyen rendszerek tanulmányozása egy új diszcip-
lína, a hálózattudomány megszületéséhez vezetett [1]. 

A következô szakaszban bemutatásra kerül néhány
példa ezekre a rendszerekre, kiemelve néhány fontos
tulajdonságot és jelentôsebb eredményt.

2.1. Tulajdonságok, eredmények, modellezés
A tudományos és a hétköznapi élet számos területén

találtak a kutatók komplex hálózatokat. A teljesség igé-
nye nélkül álljon itt most egy, a változatos világot bemu-
tató rövid felsorolás a leggyakrabban vizsgált komplex
hálózatokról [1,2]:

•  Az anyagcsere-folyamatokban részt vevô fehérjék
kölcsönhatási hálózata

•  Az agy idegsejtjeinek kapcsolódási hálózata
•  Repülôterek hálózata
•  (Online) közösségi hálók
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A hálózatok, melyek a dolgok egymáshoz való viszonyait írják le, egyaránt megjelennek természeti- és társadalmi környezetünkben,
mindenhol körülvéve bennünket. A valós hálózatok legtöbb esetben nem jellemezhetôek szabályos szerkezetû gráfokkal, de nem is
tisztán véletlenszerû a felépítésük. Belsô szerkezetük, mely speciális tulajdonságokkal bír, alapvetô szerepet játszik számos 
folyamatban, jelenségben. Ezek megismerése, megértése nagyon fontos, nemcsak a hálózattudománnyal foglalkozók számára. 
Ez az összefoglaló jellegû cikk ebbe a világba szeretne rövid betekintést adni, bemutatva az eddig elért fôbb eredményeket 
és a vizsgálatok során alkalmazott legtipikusabb módszereket.
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•  Kutatók együttmûködési/hivatkozási hálózata
•  Az Internet AS szintû routerhálózata
•  A weblapok hálózata
A vizsgálatok kiderítették, hogy ezeknek a rendsze-

reknek az egyik legfontosabb közös tulajdonsága – a
több ezer vagy millió csomópont mellett – az úgyneve-
zett kisvilág-tulajdonság. Egy hagyományos hálózatban
a tetszôleges csomópontpárok közötti legrövidebb út-
vonal átlagos hossza gyorsan nô a rendszer méretének
növelésével. Ezzel szemben a fent említett rendszerek
esetén az átlagos legrövidebb úthossz és a csomópont-
szám között logaritmikus kapcsolat áll fenn. Ez más szó-
val azt jelenti, hogy bármely csomópontból bármely má-
sik csomópontba eljuthatunk mindössze néhány köztes
csomópontot érintô él-sorozat mentén, tehát a távolsá-
gok kicsik a rendszermérethez képest.

Egy másik fontos közös jellemvonás a csomópontok-
hoz kapcsolódó élek számának (azaz a fokszámnak) el-
oszlásával kapcsolatos. A megfigyelt lecsengô hatvány-
függvényt követô eloszlások azt jelentik, hogy az ilyen
rendszerekben a csomópontok többsége csak kevés
másik csomóponthoz kötôdik élek segítségével, azon-
ban van néhány olyan eleme is a hálózatnak (ún. „hub”-
ok), amelyek óriási számú kapcsolattal rendelkeznek.
Ez egyben azt is jelenti, hogy az átlagos fokszámmal nem
tudjuk jól leírni a rendszert, mert az eloszlás maximuma

messze van az átlagtól. Ez a viselkedés nem függ a rend-
szer méretétôl, ezért az ilyen gráfokat skálafüggetlen há-
lózatoknak nevezzük.

A legtöbb komplex hálózatban léteznek kis, sûrûn ösz-
szekötött részhálózatok (közösségek), amelyeket csak
kevés kapcsolat köt más közösségekhez, fôként a hubok
révén. Ennek a tulajdonságnak egyfajta jellemzésére
bevezethetjük az átlagos klaszterezettségi együtthatót,
amely azt mutatja meg, hogy milyen valószínûséggel for-
dul elô a csomópontok között a „barátom barátja az én
barátom is” effektus.

Egy valós rendszer leírásához, megértéséhez, leg-
fôbb jellemzôinek megragadásához a tudományban rend-
szerint modelleket hozunk létre. Minél jobban hasonlít
a modell a valósághoz, annál pontosabb a leírás, annál
jobban rátapintottunk a lényegre. A hálózattudományban
az elmúlt idôszakban számos modell született a komp-
lex rendszerek leírására. Ezek közül csak két kiemelke-
dôen fontos munka kerül itt megemlítésre.

Az egyiket Duncan J. Watts és Steven Strogatz a l-
kotta meg [3]. Egy szabályos hálózatból kiindulva az élek
bizonyos százalékának véletlenszerûen másik csomó-
pontokra történô átkötése (újradrótozása) révén egy
klaszterezett kisvilág-tulajdonsággal bíró hálózatot kap-
hatunk. A modell egyik szépsége, hogy az újradrótozás
valószínûségének állításával két speciális esetet is
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kaphatunk – egyrészt egy szabályos hálózatot, másrészt
egy teljesen véletlen hálózatot –, valamint folytonos át-
menetként jelennek meg köztük a valósághû komplex
hálózatok.

A másik, hihetetlen tudományos jelentôséggel bíró
modellt két magyar, Barabási Albert-László és Albert
Réka dolgozta ki [1,4]. A modell két alappilléren nyug-
szik. Az egyik a növekedés, amely azt jelenti, hogy a
hálózat elôállítása egy kisméretû gráffal kezdôdik, majd
ehhez lépésrôl lépésre újabb csomópontokat adunk,
hozzákapcsolva ôket már létezô csomópontokhoz. A
másik pillér az úgynevezett preferenciális kapcsolódás,
ami azt fejezi ki, hogy a növekedés során egy új csomó-
pont nagyobb valószínûséggel kapcsolódik azokhoz a
csomópontokhoz, akik már eleve több kapcsolattal bír-
nak. Ezáltal egyes elemek hatalmas mennyiségû kap-
csolatot halmoznak fel, míg a többség „kapcsolatsze-
gény” marad. Bebizonyítható, hogy a csomópontok fok-
számeloszlása hatványfüggvényt követ. Tehát a modell
segítségével kisvilág-tulajdonságú skálafüggetlen há-
lózatok állíthatóak elô, amelyek hasonlóak a valós háló-
zatokhoz.

2.2. Hálózatokon lejátszódó folyamatok
Egy rendszer, amelyben az elemek kapcsolati viszo-

nyai egy hálózattal írhatóak le, nem kell, hogy statikus
legyen. A kapcsolat (vagyis az él) egyfajta kölcsönha-
tást írhat le a csomópontok között. Ezek révén a hálózat
csomópontjai hathatnak egymásra, befolyásolhatják egy-
más állapotait, ezáltal dinamikus változásokat idézve elô
a rendszerben. Emellett maguk a kapcsolati viszonyok
is változhatnak idôvel, elemek kapcsolata megszûnhet,
mások között új élek jelenhetnek meg. Tehát egy hálózat
nem szükségképpen idôfüggetlen, különbözô folyamatok
színtere lehet.

A terjedési folyamatok mindig is a hálózattudomány
fókuszában voltak [1,2,7]. Az egyedek, vagyis a csomó-
pontok között a kapcsolatok révén különbözô dolgok ter-
jedhetnek. Ezek közül az egyik legintenzívebben vizs-
gált terület a járványterjedés, amely során azt vizsgáljuk,
hogyan változik a személyek állapota (fogékony, fertô-
zött, immunis stb.) a kontaktusaik során átadott kóroko-
zók által. Például olyan kérdésekre kereshetjük a vá-
laszt, hogy milyen körülmények között válhat egy helyi
fertôzéssorozat átfogó járvánnyá.

Egy másik tipikus példa a tovaterjedô meghibáso-
dás (cascading failure) jelensége. Technológiai hálóza-
tokban (pl. elektromos rendszerben) elôfordulhat, hogy
egy eszköz a meghibásodása vagy túlterhelése miatt
kiesik a hálózatból, ez viszont azt eredményezi, hogy
az eddig rá esô terhelés szétoszlik a közvetlen környe-
zetében. Ez viszont többletterhet ró a szomszédos esz-
közökre, amelyek így szintén összeomolva további ter-
helést okoznak másoknak, és így tovább, végül az egész
rendszer összeomolhat. Egy ilyen folyamat okozott 2012-
ben Indiában 300 millió embert érintô áramszünetet.
Ebbôl is látszik, hogy a hálózatokban lejátszódó folya-
matok vizsgálata mennyire fontos.

3. Vizsgálati módszerek

A komplex hálózatok és a bennük megfigyelhetô folya-
matok tanulmányozására számtalan eszközt és mód-
szert alkalmaz a tudomány. Ebben a szakaszban ezek
közül négy kerül rövid bemutatásra, olyan kutatásokon
keresztül, amelyeket a közelmúltban magyar kutatók vé-
geztek. 

3.1. Analitikus leírás
Egy ismert modell, amely leírja egy rendszer visel-

kedését, egyes esetekben arra is lehetôséget ad, hogy
analitikus úton, mondjuk a valószínûségszámítás elmé-
letében használt eszközök révén levezessünk vagy be-
bizonyítsunk egy, a rendszerre vonatkozó állítást, eset-
leg várható értékekre adjunk meg formulákat.

Egy kutatás során Fazekas István és kollégája [6]
egy véletlen gráf fejlôdési mechanizmust vizsgált, mely-
ben egy idôben változó szerkezetû gráf úgy áll elô, hogy
a növekedés és preferenciális kapcsolódás mellett kis
létszámú csomópont csoportok egyfajta kölcsönhatása
is szerepet játszik. Az így létrejövô gráfok egyes csomó-
pontjellemzôinek eloszlásairól, ún. martingálok segítsé-
gével bebizonyították, hogy skálafüggetlen jelleget mu-
tatnak.

3.2. Empirikus vizsgálat
Adatgyûjtéssel, megfigyeléssel különféle információ-

kat szerezhetünk a körülöttünk lévô valós hálózatokról
és azok viselkedésérôl. Ezen adathalmazt aztán elemez-
hetjük és információt nyerhetünk ki ezek alapján az adott
rendszerrôl.

Sok esetben egy terjedési folyamat vizsgálatához
nem áll rendelkezésünkre információ az adott hálózat
belsô szerkezetérôl. Ezt a problémát oldotta meg Karsai
Márton kutatótársaival [7], amikor a fizetôs Skype-szol-
gáltatások elterjedését szerették volna vizsgálni. A f i-
zetôs szolgáltatást csak az alap, ingyenes szolgáltatást
használók vehetik igénybe, viszont ez egy olyan közös-
ség, amelynek a szerkezete pontosan ismert a cég ál-
tal az ügyfelek telefonkönyve alapján. A vizsgát eredmé-
nyeként sikerült felállítaniuk egy innováció-terjedési
modellt.

3.3. Egyed alapú modellezés
A diszkrét idejû számítógépes szimuláció során a

rendszer egyedeit egy hálózat csomópontjára képezzük
le. Ezek az egyedek különbözô állapotokkal rendelkez-
hetnek, amely megváltozhat a szomszédos egyedek ál-
lapotaitól függô kölcsönhatások révén. Ezek a lehetsé-
ges állapotátmenetek adják a folyamatok dinamikáját.
Felfoghatjuk ezt a sejtautomata-modellezés egyfajta ál-
talánosításaként is.

Kocsis Gergely és szerzôtársa [8] ilyen eszközökkel
vizsgálta az információterjedést egy olyan társadalom-
ban, ahol az egyedek a tömegtájékoztatás és az inter-
perszonális kapcsolatok révén is információhoz juthat-
tak. Azt vizsgálták, milyen hatása van a terjedésre, ha
az egyedek inaktív állapotban is lehetnek, amikor tehát
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nem vesznek részt az információcserében. Bebizonyí-
tották, hogy az inaktivitás valószínûségének növelése
hatalmas mértékben lassítja a globálisan informálttá vá-
lás folyamatát.

3.4. Játékelméleti megközelítés
A hálózat csomópontjaiban elhelyezkedô egyedeket

felfoghatjuk racionális döntéshozókként is, akik különbö-
zô stratégiákkal rendelkeznek, ami által próbálják maxi-
malizálni a hasznukat. A játékosok döntéseiket a mások
által alkalmazott stratégiák alapján hozzák meg. A rend-
szer idôfejlôdése során eljuthat egy úgynevezett Nash-
egyensúlyi állapotba, ami a játék végét jelenti. Ez egy
olyan állapot, amelyben egyik játékosnak sem éri meg
egyoldalúan megváltoztatnia az alkalmazott stratégiáját.

Gulyás András és szerzôtársai [9] a komplex háló-
zatokban széleskörûen használt útvonalválasztási elv,
az ún. mohó navigáció hatásait vizsgálták. Kimutatták,
hogy hiperbolikus metrikus teret alkalmazva az útvonal-
választás során a játék eredményezhet kisvilág-topoló-
giát.

4. Összefoglalás

Láthatjuk tehát, hogy a komplex jelzô ezen a területen
nem csak egyszerûen a bonyolult szinonimája, hiszen
a komplex hálózatok egy elég sajátos jellemzôkkel bíró
gráfok halmazának neve a hálózattudományban, mely
hálózatok a valós környezetünkben igen nagy számban
elôfordulnak. Ez a széleskörûség és gyakoriság egyér-
telmûen központi szerepet biztosít a komplex hálózatok-
nak, ami ennek az interdiszciplináris tudományterület-
nek a roppant gyors fejlôdéséhez vezetett. 

Újszerû látásmódot kapunk általa nemcsak a mate-
matika vagy a fizika terén, hanem a mérnöki, informati-
kai, biológiai és szociológiai tudományok terén is. Az
eredményeket felhasználva hatékonyabban tervezhe-
tünk reklámkampányokat vagy intelligensebb közleke-
dési rendszereket hozhatunk létre.
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